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wspotczynnik grupowania
korelacje miedzyweztowe
modularnosc sieci

sieci bezskalowe

matematyka praw potegowych



IW sieci wyr6zniamy

NSSK: najwiekszy silnie spojny komponent

komponent wej$ciowy: wszystkie wezty z ktorych mozna sie dosta¢ do NSSK

komponent wyjsSciowy: wszystkie wezty, do ktorych mozna sie dosta¢ z NSSK

wasy: wezly, do ktdrych ani z ktdrych nie mozna dotrze¢ do NSSK

komponenty izolowane




Rozktad stopni wierzchotkéow

Exponential

AV {1
© dedie e

Scale-free

P(k) - prawdopodobienstwo, ze
wybrany wezet sieci ma stopien k

W sieciach spotecznych najczesciej

zachodzi zaleznos$¢

InP(k) =—alInk +InC
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nazwa — [\ E <k> | r

aktorzy nie 449913 25516482 113.43 2.3 3.48 0.208
e-mail tak 59912 86 300 1.44 1.5 4.95
WWW tak 269504 1497135 5.55 2.1 11.27 -0.06
blog.onet tak 141 755 0.81 2.7 7.6
kolej nie 587 19 603 66.79 2.16
pokarm tak 135 598 4.43 2.05 -0.26
pakiety pr. tak 1439 1723 1.20 1.6 2.42 -0.01
nauka nie 52909 245 300 9.27 6.19 0.36
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Triady to prosty model mikro-

spotecznosci wystepujgcych w sieci

Analiza triad pozwala na iloSciowg
ocene takich zjawisk jak:

) homotfilia

) ukfady sfrustrowane



Wspoétczynnik grupowania

Wspotczynnik grupowania (gronowania, klastrowania)
wierzchotka (ang. clustering coefficient) to stosunek liczby
istniejgcych krawedzi miedzy sgsiadami wierzchotka do liczby
wszystkich mozliwych krawedzi

2E.

C, =
ki (ki _1)

Wspotczynnik grupowania sieci jest usredniong wartoscia
wszystkich wspotczynnikow grupowania wierzchotkow

c=c,




Alternatywna definicja (socjologia)

W socjologii czasem wykorzystuje sie alternatywng definicje
wspotczynnika grupowania
_ 3N,

L,: liczba drog o dtugosci 2 w sieci I—z

N ,: liczba trojkatow w sieci CA
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hazwa C

0.18

domeny

aktorzy

0.79

nauka

0.49

E.Coli

0.59

synonimy

0.7

energetyka

0.08

WWW

0.1078




Wspoétczynnik grupowania w sieciach
wazonych

Dla grafow wazonych istnieje kilka definicji, jedng z
najbardziej popularnych jest definicja Alaina Barrata

1 W + W, 1 1 W +W,
C' = 1 Taa,a, = ! a.a.a
I Si (k, _1) Jzk 2 ij " jk Zhik ki (k| _1) Jzk <W|> 2 ij " jk =hik

Wktad kazdego trojkata do CV, jest wazony przez stosunek
Sredniej wagi dwoch krawedzi danego trojkata
przylegajacych do wierzchotka 7do Sredniej wagi
wszystkich krawedzi przylegajgcych do tego wierzchotka



Srednia odleglo$é w sieci

Srednia najkrétsza droga w sieci | . > ddi, j)

w grafie losowym | oc L

Intk)

w sieci kwadratowej | oc /N
|cINN, a>3
InN

m ]
Inin N

zjawisko ultra-matych $wiatow | cInINN , O € (2,3)

w sieciach bezskalowych o =3




Wydajnos¢ sieci

Wykorzystywanie odlegtosci miedzyweztowych
jest ktopotliwe dla grafow o wielu sktadowych
spojnosci. W takim przypadku wygodniej jest
wykorzystac srednig harmoniczng odlegtosci,
Zwang wydajnoscig sieci

1 4
E= N &5

1# |



PoSrednictwo

Posrednictwo (ang. betweenness) wierzchotka to liczba
najkrotszych drog taczacych dowolne dwa wierzchotki
przechodzacych przez dany wierzchotek

)

(|
5 = (N 1)(N 2)ZZ

>k

W sieciach bezskalowych rozktad P(B) oC B—n
posrednictwa tez jest potegowy



Korelacje dwuweziowe

Czy wezly o duzych stopniach chetniej tgcza sie
z innymi, dobrze usieciowionymi weztami?

tak: towarzyskie zwigzki miedzy ludzmi

nie: sieC powigzan miedzy serwerami

(k k) N (k. ;)
P(k k)= j

prawdopodobienstwo dla sieci nieskorelowane;j P (k- k-) _ klkj P(ki)P(kj)
o takim samym rozktadzie stopni wierzchotkow y <k>2




Analiza korelacji dwuweztowych

Prawdopodobienstwo warunkowe
Pk k))
K. P(k;)/ <k>

P(k; 1k;)

W zaleznosci od rozktadu korelacji warunkowej mozna
wyznaczyC¢ dwa rodzaje sieci

dysasortatywne: systemy autonomiczne

asortatywne: sieci spoteczne



Korelacja wzgledem najblizszego
sgsiada
W rzeczywistych sieciach wystepuje problem zbyt matej

liczby wystapien N(k;k;) do wyliczenia P(k;k;).
Rozwigzaniem jest wprowadzenie sredniego stopnia

najblizszego sgsiada n
ko= 2 ak,
nn ki =
Mozna te wartos¢ wyznaczy¢ w funkcji stopnia wezta

<k>nn(ki) — ij P(k; ki)



Korelacja wzgledem najblizszego
sgsiada

Dla sieci nieskorelowanych, w ktorych najblizsze
sgsiedztwo kazdego wezta jest jednakowe, otrzymujemy

I 2
<k>nn (ki) = <<k>>

Dla poszczegblnych rodzajow sieci funkcja jest:
sieci nieskorelowane: stata
sieci dysasocjacyjne: malejgca
sieci asocjacyjne: rosngca



Korelacja Pearsona

Najprostszym sposobem pomiaru korelacji jest
wspotczynnik Pearsona zdefiniowany dla sieci jako

- kg =k
K=t




Motywy

Motyw to wzorzec potaczen w sieci, ktory wystepuje
czesciej niz wynikatoby to z zatozenia o losowosci sieci

p >



Popularne motywy w sieciach

Petla ze sprzezeniem do przodu

_>Q () Q >

Prosty tancuch

—O—0O—0—

Diament
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Definicja modutu

W sieciach spotecznych jednostki tgczg sie w
wyrazne i odrebne spotecznosci lokalne

Modularnosc¢ dotyczy takze innych sieci
fizyczne sieci komputerowe
sieci potagczen drogowych

siecl neuronowe



Kliki i n-kliki
) klika: zbior wierzchotkéw, ktorego kazda para
wierzchotkow jest potgczona krawedzig

) n-klika: zbiér wierzchotkow, ktérego kazda para
wierzchotkow jest od siebie oddalona co najwyzej o n
krawedzi




Modut

Modut to zbior wierzchotkow taki, ze gestosc
potaczen wewnatrz modutu jest wieksza niz
gestoS¢ potagczen miedzy wierzchotkami
nalezacymi do roznych modutow

Znajdowanie modutow jest wykonywane przez
algorytmy analizy hierarchii skupien

Liczba modutow wystepujgcych w sieci najczesciej
nie jest znana a priori



Szkic metody znajdowania modutow

Macierz odlegtosci Do rozmiarze NXN

Odlegtosc¢ strukturalna: wezty sg
strukturalnie rownowazne, jesli majg tych

samych sgsiadow y o
Dij:\/Z(aik_ajk)z K1, ]
k=1

>

Znajdz pare najblizszych elementow w sieci (wierzchotkéw lub modutéw)

Oblicz nowg macierz odlegtosci D
Powtarzaj kroki 1-2 az uzyskasz jeden modut
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Metody podziatowe analizy hierarchii
skupien

W przeciwienstwie do metod aglomeracyjnych,
metody podziatowe rozpoczynajg od jednego
wielkiego modutu, dzielagc go mniejsze moduty

Kryterium podziatu: wysokie posrednictwo krawedzi

wysoKkie posrednictwo charakteryzuje krawedzi, ktore
tacza ze sobag wierzchotki nalezace do r6znych modutow

algorytm Girvan-Newmana
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http://www.sciencedirect.com/

Skad wiadomo, ile powinno by¢
modutéw?

Modularnosc: réznica miedzy rzeczywistg liczbg
krawedzi wewnatrz modutu a liczbg wynikajaca z
przypadkowego podziatu na moduty

Q= Z(eii - p2—>i)

macierz e o rozmiarze kX k (koznacza liczbe modutow)
e;: utamek krawedzi z modutu 7do modutu ;

Slad macierzy Tr e= ), e;

suma elementow w wierszu (kolumnie) p_;=»’ e,

prawdopodobienstwo krawedzi w module /w grafie przypadkowym
p2—>i: p—)i * p—)i
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Uktady ztozZone

Uktad ztozony: dowolny uktad, ktory
jest bardzo wrazliwy na warunki poczatkowe
jest bardzo wrazliwy na mate zaktocenia

zawiera wiele interakcji miedzy komponentami, a
wiasciwosci uktadu nie da sie przewidzie¢ w
prosty sposob badajac indywidualne komponenty

nieustannie ewoluuje i rozwija sie



Co to jest bezskalowos¢?

I Istniejg obiekty i zjawiska ktérych nie mozna zmierzy¢
I Niemierzalnos$c¢ jest najczeSciej zwigzana z
samopodobienstwem struktur

J Samopodobienstwo jest SciSle zwigzane z prawami
potegowymi




Ogoélna postacé praw potegowych

[stniejg uktady i zjawiska, ktore nie posiadajg cechy
samopodobienstwa, a mimo to nie posiadajg
naturalnej skali

Zjawiska takie mozna najczeSciej opisacC za pomoca
potegowych rozktadow prawdopodobienstwa

liczba hiperlinkéw na stronie WWW

liczba e-maili wystanych przez uzytkownika

liczba cytowacé publikacji naukowych P(X) oc X
liczba wystgpien nazwisk

liczebnos¢ gmin w Polsce



Problem btadzacej mrowki

prawdopodobieristwo powrotu

w chwili T 1
y Ax(0 | F (T) * =37 3/2
r_ﬁluh,ﬁ,f"-“’ o sredni czas oczekiwania
p=% ﬂﬁ,f;::':_' ﬂ:ﬁ . na powrot
:ij(f)dfocj—dr o

Srednie pofozenie po czasie t

btad oszacowania potfozenia

=\/<Z(Xi‘<xi>)2>: t(%") =t




Jak sprawdzic, czy rozklad jest
potegowy?

Czy wystarczy proste zliczenie N(x) i wyznaczenie
zaleznosci funkcyjne;j?

w granicy N>>1 jest to rozklad prawdopodobienistwa P (X) =

wiele uktadow jest opisanych prawami potegowymi w granicach
duzych i rzadkich zdarzen

konieczny jest reprezentatywny zbior pomiaréw
wielkos¢ N wptywa na rozmiary zdarzen

<Xmax> oC N a—1



P(x)

P(x)

10*

A: oryginalne dane

B: skala log-log

C: usrednianie w przedziatach
D: usrednianie logarytmiczne




Dyskretyzacja rozktadéw potegowych

UsSrednianie w przedziatach

podziat zrpiennych AX, :<zn, z(n+1)>, \Axn\ _
na przedziaty

zliczenie w przedziatach (N )= 2, N
’ AX.

Dyskretyzacja logarytmiczna

podzial zmiennych AX, = <z”, z”+1>, AX,|=2"(z 1)
na przedziaty

N (X
zliczenie w przedziatach (N, )= ZAXA )

Xn




Rozkiady log-normalne

Procesy i zjawiska opisane rozktadem log-normalnym

1 (nx-y | B
P(X) oCc —@e 20° | |
- Voo
INP(X) = — _In(x)? + (- 1) Inx+C
20 o

Rozktady log-normalne najczesciej pojawiajg sie w wyniku multiplikatywnych
proceséw stochastycznych, gdzie x,=x, ly; Przyktady takich procesow to np.
zmiana licznosci populacji lub zachowania inwestorow gietdowych



Rozklady potegowe z obcieciem
wykiadniczym

_IProcesy i zjawiska opisane rozkltadem potegowym z

Dt =dlegras distribustion

obcieciem wykiadniczym :
_X g e .
P et
= rozktad jest potegowy = § _ :iff-?‘;&h
dla x << x,, poniewaz KNG
wyktadnik jest bliski 1 2 - o ““HH
5 |



Rozkiady potegowe z obcieciem
wykladniczym

W jaki sposob parametr obciecia x, jest zwigzany z
zagadnieniem niemierzalnosci uktadu?

jesli x, jest state (nie zalezy od wielkosci ukitadu) to
wszystkie momenty (Srednia, wariancja, odchylenie
standardowe) sg skonczone

jesli x, zalezy od rozmiaru uktadu, np. X, (N) oc N*
to pojawia sie bezskalowosc¢

kazdy uktad z osobna jest mierzalny

parametr skali kazdego uktadu jest inny

nie istnieje wspodlna skala dla catego uktadu



Wartos¢ oczekiwana, odchylenie standardowe
i wariancja rozkitadu potegowego

Wartosc oczekiwana

X = ij(x)dx =C jx‘“”dx
rozbiezna dla a<2 " -

min

nieskonczona wartosc¢ oczekiwana
Drugi moment rozkladu 2 _ sz P(x)dx = C J‘X_a+zdx
nieskonczony dla a<3 Xmmin -
. . . , 2
wariancja jest nieskonczona ot = <X2> — <X>
nawet dla a>2 i
C —a+2 a_l

<X>:§Xmin - a_zxmin

Ogolnie, momenty <x™> sg rozbiezne dla m=>a-1



Zdarzenia ekstremalne

Prawdopodobienstwo zajscia najwiekszego zdarzenia
P(x

Prawdopodobienstwo, ze w badanym zbiorze jakiekolwiek
zdarzenie bedzie wieksze niz x_,

) =

1

j PO = P () = -

Po podstawienlu skumulowanego rozktadu

prawdopodobienstwa . . e
PE(x) = [ P(¥)dx = (-—)

min




Przykiad wyznaczania wartosci
ekstremalnych

Warszawa liczy sobie N=1.7*10° mieszkancow
Znajomosci miedzy ludzmi tworzg sieC spoteczng
rzadzong prawem potegowym o wyktadniku
charakterystycznym a=2.5

Stopien najlepiej usieciowionego cztowieka w wynosi

1 1

X = Xy N @ =1-(1.7-10° 251 =1700000°%° ~ 13000

w sieci losowej wynositby X, =3



Rzeczywiste zjawiska i prawa potegowe

10 ¥ . ¢ _-_' B 10 *.,‘." C
wy 0’ ,/// 7K " ",
w-i' ) b
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11:‘1 - ",
] 10°
-. A: st
L L e e T 4 ¥ T—T—TTrrT T T T TTI * S OWa
ST AT S T R 1y w1 1wt 0 10° 1’ 10"

P— B: cytowania

C: odwiedziny stron
D: nazwiska

E: pozary lasow

F: trzesienia ziemi

G: wojny

H: partnerzy seksualni
I: populacja gmin

10t 10" 10° 10t 10 10° 10’ lia w 1w ot
Wajny Partnerzy sekssalni Populacia gmin



Rozkiady z tlustym ogonem

IZjawiska i uktady spetniajgce zaleznosc

I|m e™P° (X) =00

N |
X—>0 0.8 -

1,0

=
5 06
skumulowany rozktad wyktadficzy =
E o4l
badany rozktad = c — 1 |
= reguta Pareto 02f el
= reguta 80/20 ook e
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Utamek najbogatszych ludzi



